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I. Einleitung

I.1 Einfiihrung

Die Gravitation hat tiberall einen Einfluss, ob bei der Umlaufbahn von Planeten oder beim freien Fall.
Die Gravitationskraft kann durch eine allgemeine Formel ausgedriickt werden, die in dieser Arbeit aus
der Poisson-Gleichung hergeleitet wird. Die Gravitation hat auch einen Einfluss auf dem freien Fall mit
Luftwiderstand, welcher hier behandelt wird. Dieser héngt z.B. von der Fallzeit, den Ortsfaktor, der
Masse und dem Stromungswiderstandskoeffizienten, den so genannten cy-Wert, des fallenden Objekts
ab. Diese sind alle leicht ermittelbar, aufler der cy-Wert, fiir diesen geht man ndmlich gew6hnlich in
einen Windkanal, was aufwendig sein kann. Dies wurde bspw. in [6] gemacht. Das Ziel dieser Arbeit
ist zu Uberpriifen, ob man mit leichten Mitteln den cy-Wert eines Objekts bestimmen kann. Dies

wird theoretisch und mit einem Experiment tiberpriift.

1.2 Grundlagen zur Gravitation

Die zur Gravitation grundlegende Gleichung ist die sogenannte Poisson-Gleichung (vgl. [22], S.130):

A (r) = 4nGp (1)

Dabei ist @ (r) das Gravitationspotential. Das Potential selbst wird durch die Masseverteilung be-
stimmt. Auflerdem ist p die Dichte der Masseverteilung und A der Laplace-Operator, der auch als
—

—
Skalarprodukt von zwei Gradienten VoV = % + 86—;2 + g—; geschrieben werden kann, wobei der

Gradient einer Funktion hier als (%, a%v %)m dreidimensionalen Raum definiert ist und zeigt,
wo eine Funktion ihre groBte Anderungsrate besitzt. %, 8% und % sind die partiellen Ableitungen
nach der jeweiligen Koordinate und die aus dem Skalarprodukt entstehenden Ableitungen jeweils die
zweiten Ableitungen. Die Dichte der Masseverteilung hingt im allgemeinen Fall von der Zeit und vom
Ort ab, also gilt p (?,t) mit ¥ = (z|y|2)7 in einem drei-dimensionalem Raum und ¢ als Zeit-
koordinate. Bei einer statischen Masse féllt die Zeitabhéngigkeit weg, also ergibt sich nur noch eine
Ortsabhangigkeit mit p (7) Wenn die Masse sphérisch symmetrisch wie eine Kugel ist, dann ergibt
sich lediglich eine Abhéngigkeit vom Abstand zum Mittelpunkt dieser Kugel. Daraus ergibt sich dann
p(r) mit 7 = | 7| = /22 + y2 + 22, wie es auch in [23] (S. 18-19) dargestellt wird. Diese Kugelmasse

wird in der unteren Abbildung dargestellt.

Ldas transponiert) heiflt, dass die Klammer ein Spaltenvektor ist
T P s P



Masse dM im Volumenstiick dV:
dM=p(r)dVv

Abbildung 1: Kugelmasse mit sphérischer Symmetrie, R ist konstant; im Auflenfeld der Kugelmasse
gilt p (r) = 0 (eigene Darstellung)

Um die Poisson-Gleichung auflerhalb einer sphérisch symmetrischen Masse zu 16sen, wurde sich
folgendes iiberlegt. Es wurde eine sphérisch symmetrische Kugelmasse mit dem Radius R
angenommen, bspw. die Erde. Auflerdem soll das Potential aulerhalb der Kugel berechnet werden,
also fiir r > R. Da auflerhalb dieser Masse nur leerer Raum existiert, gilt im Auflenfeld der Masse
p(r) =0, wie es in der oberen Abbildung zu sehen ist. Aus diesem Grund lautet die

Poisson-Gleichung hier:

AD(r) =0 2)

A® (r) kann aufgrund der Definition des Laplace-Operators umgeschrieben werden in:

_>(I) 32(1) 82@ aQCP
v (7")*@ (7’)+3in (T)JF@ (r)

~Vo
& (30) 4 (§e0)- 2 (300)

Da r = y/x2 + y2 + 22 gilt, konnen die Kettenregel und Produktregel fir die Ableitungen angewandt
werden. Hierfiir wird die erste Ableitung als @’ (r) = % bezeichnet und die zweite dementsprechend
®” (r). Die Ableitungen a%tl) (r), %CI) (r) und %@ (r) lauten jeweils @' (r), £’ (r) und Z®’ (r). Dies

wird im folgendem Beweis gezeigt.

A@@g(€o€)¢@)

Beweis 1: Ableitung von & (r)

Satz: Sei das Gravitationspotential ® (r) = ® (\/1'2 + 92+ 22) stetig differenzierbar und nur vom
Abstand r abhéangig. Dann gilt:

0 T, 0 Y, 0 _Z,
%CD(T) = ;CIJ (r), 8—y<1>(r) = ;q) (r) und @q)(r)—;@ (r)

Beweis: Das Ableiten nach einer Variable bspw. z folgt mit der Kettenregel.



0 g 0
%Q (T) = %7’ . 5@ (T)
Dabei gilt 2 ® (r) = &' (r) und fiir 27 ergibt sich:

0 N 2 2
8wr_aa:x+y+z

1

= e
= z
Daraus folgt fiir a%fb (r):
0 x
Lo =o'
5y 2 (1) =2 (r)

Analog folgt a%CI) (r) = %9’ (r) und %q) (r) = 28/ (r).0

Werden die Ableitungen in A® (r) eingesetzt, ergibt sich:

AD (1) = % (%' (7‘)) + a% (%' (T)) + % (fcp' (r))

r

r
2 2 2 2 2 2 2 2 2
Yy +z T e+ z Y r°+y z
=3 & (r) + T—2<I>” (r) + 3 & (r) + 72(1)” (r) + T(I), (r) + 2 " (r)
a? +y? + 27 2 (22 +y? + 2?)
= (7“2) " (r) + — s ' (1)

2
Es gilt 2 = (\/x2 +y2 + 22) =22 + 9% + 22, also ergibt sich fiir A® (r) zusammengefasst:

AD (r) = B (r) + %@’ (r)

Wenn man diesen Ausdruck in einsetzt, erhilt man eine Differentialgleichung zweiter Ordnung.

" (r) + %@’ (r) =0 (3)

Diese wird zunéchst auf eine Differentialgleichung erster Ordnung reduziert mit Hilfe der Substitution
f(r) =9 (r), womit f’(r) =" (r) folgt .

70+ 2 () =0

Die reduzierte Gleichung wird mit Hilfe der Methode ,/ Trennung der Variablen“ gelost, in der die
Terme, die von verschiedenen Variablen abhéingen, auf jeweils eine der beiden Seiten der Gleichung
aufgetrennt werden, sodass auf beiden Seiten jeweils Terme, die von der gleichen Variable abhéngen,
vorzufinden sind. SchlieBlich werden dann beide Seiten der Gleichung integriert, dabei gilt f/ (r) =
%. Dies funktioniert nur bei Differentialgleichungen mit zwei Variablen, siehe [5] (S. 19-20). Die
Logarithmusregel n - log (a) = log(a™) wird dabei fiir die Stammfunktion —2in (r) + Cy verwendet.



e®1 ist auch eine Konstante, die hier Cy genannt wird, also ergibt sich die Gleichung:

Cy
fr)=—3
Nun wird f (r) resubstituiert zu @ (r) und es ergibt sich @' (r) = <. Diese Gleichung 16st man erneut

mit der Trennung der Variablen.

/d@z/%dr
r
P

(r)=--"+0Cs

Da das Potential fiir einen immer grofleren Abstand zum Massenschwerpunkt gegen 0 streben soll,
gilt lim @ (r) = 0, und da der Term % dann gegen 0 geht, da der Nenner gegen oo lduft, muss die
Kongt;;ote C3 = 0 sein. Also lautet die Potentialfunktion:
@ ()= -2 ()
r
Um die Konstante Cs zu ermitteln, wird Gleichung benotigt. Um damit die Konstante zu berech-
nen, werden beide Seiten iiber die Kugel aus der Situation in der Abbildung 1 auf der Seite 2, die K

genannt wird, integriert bzw. dessen Volumen. Dazu wird ein dreifaches Integral benotigt.

ﬂ AD (r)dV = fﬂ AnGp (r)dV (5)
K K

Zuerst wird die rechte Seite behandelt. p (r) dV ldsst sich als dM schreiben, was aus der Abbildung 1

zu entnehmen ist. Das Volumenintegral von der Dichte p (r) ergibt die Masse M, also ist

f jj 47Gp (r)dV = 4nG f f j p(r)dV = 4nGM
K K

Das kann sich so erklidren lassen, dass man bspw. eine Kugel in infinitesimal kleine bzw. unendlich
kleine Volumenteile zerlegt, was unser dV darstellt. Dort multipliziert man mit p (), um die Masse
an dieser Stelle zu berechnen. Und schliellich summiert man alle Massen auf um die Gesamtmasse
der Kugel K zu erhalten, siche Abbildung 1 auf der Seite 2.

Die linke Seite der Gleichung ist deutlich komplexer. Als ersten Schritt wird der Integralsatz von
Stokes benutzt, welcher wie folgt lautet (vergleiche [14] (S.708)):

/M = /SMw ©

Dabei ist M eine Mannigfaltigkeit (z.B. eine kompakte Kugel) und M dessen Rand (bspw. der
Rand der Kugel), wihrend w eine Form und dw dessen Differential darstellen. Die Mehrfachintegrale

wurden hier als ein Integralzeichen abgekiirzt. Hier gilt fiir eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit M3



o
und einer differenzierbaren Abbildung B der Integralsatz (siche [7] S. 155):
- = -
/ Vo BdV = <Bou> dA (7)
K oK

N
Aus der Quelle ist zu entnehmen, dass dA der Betrag des vektoriellen Flachenelements dA darstellt.
Die rechte Seite lésst sich auch anders schreiben, siehe [7] (S. 245).

— — -
/ BodA = (Bo V) dA
OK oK

Mit

dy N dz
._)
dA:=| dzNdzx
dx A dy

—

ergibt sich durch Parametrisierung von B mit @ (s,t) = (1 (s,t), 02 (s,t), 03 (5,1))T und do =
dA (¢ (s,1))

/aKffodZ:/aK (E (.0) 07) dA (¢ (5,1)) :/aK (E (% .0) o?> do

Der Beweis fiir diese Gleichung wird im Folgendem gezeigt. Dazu wird das Dach- bzw. Wedgeprodukt
bendtigt und das ist durch folgende Eigenschaften definiert (vgl. [I7], S.198 (fiur die 3. Eigenschaft nur

ein Summand genommen)):

de Ndy = —dy Ndx,dx Ndx =0,d N fdx = df Ndx

Auflerdem benétigt man das totale Differential, welche wie folgt fiir eine Funktion f mit n Variablen
definiert ist (vgl. [21], S. 237).
of of

0
fd 1+ —drs+ ...+ —dz,

I =50+ g, .

Beweis 2: Umschreibung des Integralsatzes von Stokes fiir eine dreidimensionale Man-

nigfaltigkeit
— — N g « Ers
Satz: Sei wy = B o dA eine 2-Form,v = cfj :j das Einheitsnormalenfeld und
55 X BF

ds N\ dt das vektorielle Flachenelement nach dem Zuriickziehen der 2-Form, dann gilt:

o <§ o dZ) - <§ (5 (s,t)) o 7) do

Beweis: Aus Zuriickziehen der 2-Form mit der Parametrisierung ¢ (s,t) = (¢1(5,1), 2 (8,1), 03 (5,1))T

—|og o2
d"*'asx ot

ergibt sich

- = - — —
2in der Quelle wird die Schreibweise fK VoBdV = faK (B o V) dS verwendet, dabei ist hier dA = dS und dA =dS



dpa N dps

— — -
©* (B o dA) = B (cp (&t)) o| dgsAdp
dg@l N d(pg

922 s+ %22qdt) A (%23ds + 225t

R
= B(4(s0)o0 3“"3(13—1— a“dt A 3¢1d3+ a‘“dt
Bergs + Serdt) A (Z82ds + 28tdt

9¢2ds A GEadt — 9£2dt A S22 dt

o= Do 9 o o
= B(@(s0)o| Sgrdsndgar- 83 ds D14t
%1 s \ 222t — %ds A %dt

= E(a(s,t))o(a

61

x 92 ) ds A dt

o5
»

— i 4>
_ B(?ﬁ(s,t) ;? ‘a‘f’x f‘ds/\dt
X BF
it 22 x 22 g . 9g L
Mit v = 2e=2_ und do = |52 X 52| ds A dt ergibt sich
8$><ﬁ Os ot
ds ot

— — —
o (B o dA) - (B (z (s7t)) o ?) dot
Aus ergibt sich dann die Gleichung:

— — - =
/ BodA:/VoBdV
oK K

Diese kann nun auf die linke Seite von Gleichung angewendet werden.

[[[ a2 @yav = [[f (3 oV (r)> av @ ([ Ve (r)odd
K K OK

Angewandt auf die Funktion @ (r) = % fir den Sonderfall der sphéarischen Symmetrie, ergibt sich:

Low)\ (&%)

N 5) ox T % ?
Ve =| o) | = | (%) [=C| & | =Cg
52 (1) 7 (=) s

Dies setzt man in das Integral ein und es ergibt sich:
rd
fj 0273 o dz
r
OK

_)
Als néchsten Schritt wurde erst das Skalarprodukt 7 o dA mit Hilfe der sphérischen Koordinaten
(Abhéngigkeit von Winkeln 6 und ¢ in einer Sphére, wihrend der Radius r konstant ist (vgl. Abbildung
1, S. 2) berechnet, was 73sin (§) df A d¢ (Rechnung sieche Beweis 3 im Anhang) ergibt. Also ergibt sich

fiir das Integral:

o [ z od4 = o [ wczmdqb = C; [ sin (0) do do
0K OK oK

Das zu berechnende Integral tiber die Kugeloberfldche lautet deswegen:



2m ™ 2
CQ/O /0 sin (0) df d¢ = CQ/O [—cos ()] do
2

=20, | do
0

=2C [¢l"
= 47TOQ

Das ist also die Losung des Integrals auf der linken Seite der Gleichung und aus den Losungen der
Integrale auf beiden Seiten der Gleichung entsteht die Gleichung;:

47Cy = 4nGM

Daraus ldsst sich die Konstante Cy berechnen, also:

Co=GM
Einsetzen in ergibt:
GM
®(r) = T (8)

N
Nun gibt es den Zusammenhang, dass das Gravitationskraftfeld F (7) negativ von einer Masse m

und dem Gradienten des Gravitationspotentials abhéngt (siche [2], S. 124).

ﬁg (?) = —m%@ (r) (9)

Das Gravitationskraftfeld variiert von der Position, wobei letztendlich der Abstand zum Mittelpunkt
— —

der Masse M ausschlaggebend ist. Nun wird in (EI) eingesetzt. Da V& (r) = Cy 5, siche Seite 6,

folgt mit Co = GM:

= GM
Fo (7) = =507
T

Fiir den Betrag der Kraft gilt:

—~ M
Fo (7)’ ‘G fm
r
GMmr GMm
Fe = B 2 (10)

Fiir einen konstanten Radius R und dazu M ist g = %1\24 der Ortsfaktor auf einem Planeten und es

ergibt sich der Spezialfall:

FG:mg

Um den Ortsfaktor g der Erde nun zu berechnen, setzt man die Gravitationskonstante und die Masse
und den Radius der Erde ein, die aus [28] entnommen wurden. Da betragen sie 5,974 x 10?*kg fiir die
Masse und 6371km fiir den Radius.
2
6,67 101! ﬁg; -5,974 - 10%*kg
(6371 - 103m)*

g= ~ 9,814
S

Und dieser Wert ist gerundet der am Anfang angenommene Wert fiir die Erdfallbeschleunigung. Diese

variiert aber auch je nach Hohenlage auf der Erde. Wenn man bspw. auf dem Mount Everest steht bei



8849m, dann betrégt g nur noch ca. 9,787%. Die Erdbeschleunigung ist nicht nur fiir den freien Fall
im Vakuum wichtig, sondern auch fiir den freien Fall mit Luftwiderstand. Dort bildet die Gravitati-
onskraft einen Teil der Gesamtkraft fiir den letzteren Fall, was bei der Herleitung der Weg-Zeit- und
Geschwindigkeit-Zeit-Funktion im Abschnitt I.4 zu sehen ist. Beim Experiment betrug sie ca. 9,817
(Der Ort Bonen hat eine Hohe von 73 m.).

1.3 Grundlagen der Stromungsmechanik

Die Stromungsmechanik befasst sich mit Fluiden und ihrem ,kinematischen und dynamischen Verhal-
ten“([3], S. 30) und die Vorgénge in ihnen. Teilgebiete der Stromungsmechanik sind Hydrodynamik,
Gasdynamik, Hydraulik, Hydrostatik, Rheologie und die Aerodynamik, in dem sich auch der Fall mit
Luftwiderstand sich befindet, welche v.a. die Kréifte, die auf die Kérper bei Gasstromungen untersucht
(vgl. [13], S.11). Also untersucht man z.B. ein fallendes Objekt bspw. ein Holzblock in der Luft. Eine
grundlegende Gleichung ist die Navier-Stokes-Gleichung. Diese kann wie folgt dargestellt werden (vgl.
[25], S. 100):

.
DV =25
T —Vp+pg+/N 4

~>

Dabei ist V das Geschwindigkeitsvektorfeld, p die Dichte des Fluids, 2% die materielle bzw. substan-

’Dt

—
tielle Ableitung des Geschwindigkeitsvektorfeldes, welche auch als W (V o V) V' ausgeschrieben

werden kann , Vp der Gradient des Drucks, der auf dem Koérper einwirkt, g die Gravitationskonstante,
—2— =2

u die Viskositatskonstante des Fluids, welche mit V V' (V ist der Laplaceoperator) die viskose Kraft

(Widerstandskraft entgegen der Bewegungsrichtung des Objekts) pro Volumen bildet. Der Beweis zur

materiellen Ableitung sieht wie folgt aus.

Beweis 4: Materielle Ableitung

B — — \\T . e
Satz: Sei V (t, ) = (V1 ( ) Vo ( ) Vs (t 1")) ein Geschwindigkeitsvektorfeld und das totale
Differential df = af -dz1 + 5 8 dxg +..+ 3 8f —dx;,. Dann gilt fiir die materielle Ableitung:

—
v oo (o 2\=
P (VOV)V

Beweis: Anwenden des totalen Differentials auf alle Komponenten des Vektorfeldes ergibt (ein Beispiel

wird an V] gezeigt):

— o [eA %Y oy oV,
dViy = Stdt+ Htdr + aydy—F 5. dz
av, 0V1 Vi dx Vi dy oVh dz

dt - + Ox dt + Oy dt + Oz dt

%,Z"t’ und ‘fl‘: stellen die Geschwindigkeit in z-, y- und z-Richtung dar, also kénnen sie auch als die

—
Komponenten des Geschwindigkeitsvektorfeldes V dargestellt werden, also Vi, Vo und V3.

% — 88V1 8V1 Vl + 8V1 V + 8‘/1 ‘/'3

— 6V1 + (azvl’ E;?g‘/i’ 55 Vl) (V17VY2"/3)T

= W4 YV oV

Analog gilt T2 = 92 VVQ oV und Ls = s VV3 oV Insgesamt ergibt sich fiir dV:



av v N\ ave (; =2\ avs [, 2)\\T
o= (R R R ()

— — — -\T
= <3V1+vmov,f’avg+vv2ov,%vg+v1@ov>

= —-— = = -
= %‘{+VVOV%‘Z+<VOV>VD

Die materielle Ableitung setzt sich aus einem lokalen (ortsfesten), zeitlich verdndernden Teil, welcher

hier %—‘t/ darstellt und einem konvekten (durch Stréomung des Fluids verursachte Bewegung und da-
— =
durch verdandernde Eigenschaften des stromenden Teilchens) Teil, welcher der Term V o VV darstellt

(siehe [18], S.5), zusammen. Also stellt die substantielle Ableitung insgesamt die Anderung eines Vek-
torfeldes dar, das eine Stromung erfahrt. Es gibt viele Formen der Navier-Stokes-Gleichung, die oben
dargestellte Form gilt bspw. fiir inkompressible (Dichte ist konstant) Fluide mit konstanter Viskositét.
Die Navier-Stokes-Gleichung beschreibt, wie sich die Geschwindigkeit des Objekts, welches sich in ei-

—2

N
nem Fluid bewegt, aufgrund der Relbungb- (uV V) und Gravitationskraft (pg) und des Drucks (—Vp)
verdndert. Der Reibungsterm ,uV V zeigt die Abhédngigkeit der Stromungsrichtung und -stirke eines

Teilchens von der Stromungsrichtung und -stirke der benachbarten Teilchen im Fluid. Wenn diese
sich in dieselbe Richtung wie das Teilchen bewegen, wird das Teilchen beschleunigt, wenn sie sich in
die entgegengesetzte Richtung bewegen, bremsen sie das Teilchen ab. Der Gravitationsterm pg zeigt
wie stark das Teilchen durch die Gravitationskraft (bspw. von der Erde) beschleunigt wird. Und der
Druckterm —%}p zeigt wie der Druck der Teilchen in der Umgebung die Geschwindigkeit des Teilchens
beeinflusst. Eine Veranschaulichung befindet sich im Video einer Vorlesung aus der Universitit Kas-
seﬂ Dort wurde als Beispiel eine Menschenmenge genommen, welche die Teilchen im Fluid darstellen
sollen. Doch die Navier-Stokes-Gleichung bleibt bis jetzt noch analytisch ungeldst, sie z&dhlt zu den
sogenannten Millenium-Problemen (vgl. [§]).
Um die cy-Werte zu ermitteln, wurden die Reynoldszahlen zur Hilfe genommen. Sie stellen dabei das
Verhéltnis der Tragheitskraft des Objekts und der Kraft der Viskositat dar. Sie werden zur Bestim-
mung der Stromungsart benétigt, dabei unterscheidet man laminar und turbulent. Die Reynoldszahlen
sind durch den folgenden Term definiert (siehe [2], S. 193):

Re = Ly (11)

v

L stellt die charakteristische Léange des Objekts dar (bspw. der Durchmesser einer Kugel), v die
Geschwindigkeit des Objekts und v die kinematische Viskositat oder wie in [I] (S. 4) das ,Viskositét-
Dichte-Verhéltnis“ genannt. Diese kann laut [20] auch durch % beschrieben werden, wobei hier p die
dynamische Viskositéit (,,Zahigkeit des Fluids*) darstellt und p wieder die Dichte. Um die Stréomungs-
art zu bestimmen, gibt es eine kritische Reynoldszahl. Wenn sie unterschritten wird, handelt es sich
um eine laminare Strémung, das heifit, dass die verschieden schnellen Schichten des Fluids gleichmaf8ig
parallel zur Stromungsrichtung stromen. Wenn sie jedoch iiberschritten wird handelt es sich um eine

turbulente Stromung, die zu unregelméfigen Wirbeln im Fluid fithren (vgl. [9], S. 12-13).

N
Shttps://youtu.be/110D7T8Y6TU; v ist da unser V'


https://youtu.be/11OD7T8Y6TU

— =
=

Abbildung 2: laminare Stromung; Es gibt Schichten, die in Stréomungsrichtung flielen. Die Geschwin-
digkeit der Schichten nimmt mit Abstand des Objektes ab. (eigene Darstellung)

Abbildung 3: turbulente Stromung; Die Schichten entwickeln sich ab einer Stelle zu Wirbeln. (eigene
Darstellung)

Im Experiment wurde die Abbildung 11 auf der Seite 17 zur Bestimmung der Strémungsart
verwendet. Von dort kann man entnehmen, dass eine laminare Stromung bei einer Reynoldszahl
< 2 x 10° vorliegt und eine turbulente bei einer Reynoldszahl > 2 x 10°, da der Graph ab dieser
Reynoldszahl ein starkes Gefille aufzeigt.

1.4 Freier Fall mit Luftwiderstand

Die folgende Herleitung der Funktionen fiir den Fall mit Luftwiderstand, die die Grundlage fiir die

Bestimmung des Stromungswiderstandskoeffizienten bildet, wurde aus [I5] entnommen.
cw pAv?

Satz: Sei die Gewichtskraft Fi gegeben mit Fig = mg und die Luftwiderstandskraft mit Fy = =5,
wobei m, p, ¢y, g # 0, so ist der Fall mit Luftwiderstand mit der DGL

cw pAv?

: (12)

mo =mg —

10



ausdriickbar, dessen Losung die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion

2 A
v(t):,/cwn;gAtanh< CVVZilgter)

ist.

Beweis:

Die gesamte Kraft des fallenden Korpers besteht im Vakuum ausschlieflich aus der Gewichtskraft
F des Korpers. Diese hingt von der Masse m und dem Ortsfaktor g a}ﬂ, welche durch die Formel
Fe = myg ausgedriickt wird. Was passiert nun, wenn man den Luftwiderstand miteinbezieht? Da es
eine Widerstandskraft ist, muss diese bremsend wirken. Also wirkt die Luftwiderstandskraft entgegen-
gesetzt zur Gewichtskraft. Die Luftwiderstandskraft Fy ist wie folgt gegeben (siehe [4] (S. 15)E| und
[2] (S.191)):

Fu = cw pAv?

2
Hier stellt v die Geschwindigkeit dar, p die Dichte, A die Querschnittsfliche des Korpers und ¢y den
Stromungswiderstandskoeffizient, dieser ,hiangt von der Form des Korpers ab* ([I9], S. 77). Wenn nun
Fg und Fy in die Gleichung der Gesamtkraft aus der Abbildung 3 eingesetzt werden, dann ergibt
sich folgende Gleichung:

cw pAv?

: (13)

Fgesamt =mg —

Wie man sieht, wird der Korper beschleunigt, wenn Fg > Fy gilt und es gibt keine Beschleunigung
bei Fg = Fyy.

Wie wird daraus nun eine Differentialgleichung (DGL)? Dafiir wird das 2. Newton‘sche Axiom zur
Hilfe genommen, welches besagt, dass die Kraft aus der Masse m des Korpers und der Beschleunigung
a zusammengesetzt ist, also F© = ma. Nun gibt es den Zusammenhang, dass die Beschleunigung die
Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit ist mit a(t) = %’. Nun wird dies in eingesetzt und
man erhélt die DGL :

. cw pAv?
mi =mg — ———

Diese DGL wird im folgenden Teil mittels Trennung der Variablen gelost.
Losen der Differentialgleichung

Die DGL ist zu l6sen. Als erstes wird durch m dividiert, damit © keine Vorfaktoren besitzt.

cw pAv?

2m

Da die Methode der Trennung der Variablen zur Hilfe genommen wird, wird die Gleichung durch die

gesamte rechte Seite geteilt. Ubersichtlichkeitshalber wird <42 A als k definiert, also k := Cg’f:f‘

Und somit sieht die DGL nun wie folgt aus:

v
Y 1
g — kv?

4auf der Erde betrigt g ~ 9, 817 (siehe [12] (S. 74))
5im Englischen ist Fyy— F, (a fiir ,air-resistance®) und cyy— Cy (d fiir ,,drag® coefficient)
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Danach erfolgt das Ausklammern von é auf der linken Seite der Gleichung mit anschlielender Inte-

’Ul d t
[y
'uog ]-_Ew to

Mit Hilfe der Substitution u = \/gw ergibt sich die Losung des Integrals

gration.

1 1
——artanh(u) — —=artanh(ug) =t — ¢g

vk Vok

u kann wieder resubstituiert werden zu \/gv und nach Umstellung nach v ergibt sich dann die Funk-

tion:

v(t) = \/gtanh (@(t — tp) + artanh <\/§UO>> = \/gtanh (Mt — Vkgto + artanh <\/§v0>>

Von den Einheiten her miissen artanh(\/gvo) und v/kgto einheitenlos sein und dadurch kénnen sie

zu einer Konstante zusammengefasst werden, die hier b genannt wird.

cw pA
2

ersetzt wird, dann resultiert daraus die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion:

v(t) =4/ Ci:;gA tanh( Cm;angt + b) (14)

Nun ist es moglich, die Weg-Zeit-Funktion s(t) durch Integration von v(t) zu ermitteln, denn es gilt

ds
dt

Und wenn k wieder mit

= v. Also ergibt sich daraus:

s(t) = /t: (ﬁtanh(\/@u + b)) du

Die Substitution wird angewandt mit z = v/kgu + b, woraufhin folgt:
=(t) d z(t) 1 1 *® ginh
R Y e T =
2(to) V K Vkg (to) B k Jxtto) cosh(z)

Anschlieend wird nochmal eine Substitution verwendet, in der w = cosh(z) gilt, also folgt daraus:

t) 1 /w(z(t)) sinh(z) dw
S = - "
k w(z(to)) w smh(z)

sinh(z) kiirzt sich raus und iibrig bleibt - und das Integral davon ist in(w), vergleiche [11] (S.64).
Also ergibt sich folgende Weg-Zeit-Funktion:

s(0) = pin(w(=(0) ~ 1in((=()

Wenn alles resubstituiert wird mit w = cosh(z) und z = v/kgt + a und wenn auflerdem k wieder mit

% ersetzt und sg = —¢In(w(z(t))) gesetzt wird, ergibt sich die Weg-Zeit-Funktion:
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2 A
s(t) = CWTZAM (cosh( Cvgfn I+ b)) + sp

Zur Modellierung der Funktionen durch Graphen wurden folgende Werte angenommen: m = 1lkg,
ew =03, p=1,25% A=0.1m%g=9.81%,s50 = 0m und b = 0.

1[}{} m I [ T | T I T T T
Strecke mit Lufiwiderstand ——— |
o Strecke ohne Lyftwiderstand
~ o80m 4
L]
E 4
&
Y 60 m —
m -
@
L 40m .
e
= |
b}
Z 20m |
=
P 4
D m | 1
Os 25 45 65 85 10 5
Zeit t
Abbildung 4: Weg-Zeit-Graph (eigene Darstellung)
somfs——T T 7 T T ]
- Geschwindigkeit mit Luftwiderstand -1
i Geschwindigkeit ohne Luftwiderstand ———]
. 4omjs | ]
o i 1
] [ ]
S 30mfs | =
- [ ]
R = 5 ]
Z 20mi | ]
[ B -
u - -
b} - 4
© 1oms | ]
0 m/s K ' ' T

8s 10 s

Zeit t

Abbildung 5: Geschwindigkeit-Zeit-Graph (eigene Darstellung)

Aus Abbildung 4 kann entnommen werden, dass die zuriickgelegte Strecke schneller steigt beim Fall
ohne Luftwiderstand. Daraus resultiert eine hohere Geschwindigkeit beim Fall ohne Luftwiderstand
als beim Fall mit Luftwiderstand, was in Abbildung 5 dargestellt ist. Die Geschwindigkeit beim Fall
ohne Luftwiderstand steigt linear an, wihrend die Geschwindigkeit beim Fall mit Luftwiderstand

erst ansteigt, aber ab ca. 6s einen Grenzwert von ca. 30} annimmt.
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II. Ermittlung der cyy-Werte am Beispiel von Kugeln

I1.1 Experiment

Im folgenden Abschnitt sollen mittlere cy-Werte von Béllen ermittelt werden. Da das Experiment mit
einfachen Mitteln gestaltet werden soll, bendtigt man fiir dieses nur ein paar Alltagsgegenstinde. Zum
einen braucht man Objekte, die man fallen l4sst, hier sind es fiinf Bélle gewesen (siehe Abbildung
6). Und zum anderen braucht man eine Kamera mit einer Zeitlupenfunktion und einer bekannten
Framezahl pro Sekunde (bspw. moderne Smartphones oder geeignete Kameras) und einen Computer

fiir numerische Berechnungen, die spéter erlautert werden. Der Aufbau sieht dann wie folgt aus:

Abbildung 6: Diese Biélle wurden fiir das Experiment benutzt: Faustball, orangener Ball, Tennisball,
weiler Ball, Fufiball (v.l.) (eigene Darstellung)

Abbildung 7: Messung der Fallstrecke mit einem Laser-Entfernungsmesser, die minimale Entfernung
von 8,390 m wurde genommen (eigene Darstellung)

14



=8,4 m

@

Abbildung 8: Eine Person ldsst Bélle vom Gebédude fallen, was von einer anderen Person gefilmt wird.
(eigene Darstellung)

In den Tabellen 2 und 3 im Anhang sind jeweils alle Messwerte abgetragen. Die Zeit wurde dabei
mit Hilfe einer Zeitlupenkamera mit 210 fps (,,Frames pro Sekunde*) und des Videoschnittpogramms
,2Kdenlive“ bestimmt. Das Programm kann die Anzahl der Frames im Video anzeigen. Es hatte eine
Voreinstellung, sodass 29,9697 Frames eine Sekunde ergaben. Aus diesem Grund musste die Zeit des
Falls von der Framezahl in Sekunden umgerechnet werden. Die Zeit wird vom Programm im Format
hh:mm:ss:ff angezeigt, dabei sind ,,h“ die Ziffern der Stundenzahl, ,m*“ die der Minuten, ,,s* die der
Sekunden und ,,f* die der Frames (siehe untere Abbildung).

hh:mm:ss:ff
Vool

Stunden Minuten Sekunden Restframes
(sekp) CFrp)

Abbildung 9: Timeransicht im Programm (eigene Darstellung)

Durch die Information, dass 29,9697 Frames eine Sekunde ergaben, konnte die Fallzeit in Frames im
Programm bestimmt werden, wobei es beim Eingrenzen des Bereichs, wo der Ball fallt,
Messungenauigkeiten gibt, da man v.a. am Anfang nicht genau erkannt werden kann, wann der Ball
losgelassen wurde. Die Umrechnung der Framezahl in Sekunden erfolgt durch das Teilen der
Framezahl durch die abgespielte Framezahl pro Sekunde der Kamera. Dieser Vorgang lasst sich mit
folgender Gleichung darstellen, dabei ist F'rp die iibrigen Frames im Timer des Programms (also f in
Abbildung 9) und sekp die angezeigte Sekundenzahl (also s in Abbildung 9):
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29,9697 2mes . gk + Firp
t = 210 Frames

Zur Veranschaulichung wird ein kurzes Beispiel anhand des Fufiballs gezeigt. Dieser hatte eine Zeit
von 00:00:09:24 im Programm. Die Sekundenzahl betrigt also 9s und es gibt 24 {ibrige Frames. Nun

werden 9s fiir sekp und 24 Frames fiir F'rp eingesetzt, was eine Fallzeit ¢ von ca. 1,4s ergibt.

gl =~
| e

Abbildung 10: Ansicht des Bearbeitungsprogramms , Kdenlive“ (eigene Darstellung)

I1.2 Berechnung der Vergleichswerte der ¢y -Werte der Kugeln mit Reynolds-

zahlen

Fir den ersten Versuch der Ermittlung der cy- Werte wurde die folgende Abbildung verwendet:
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Abbildung 11: Der Graph zeigt die Abhéngigkeit der ¢y -Werte von der Reynoldszahl. (Quelle:[26], S.
539)

Dieser Graph wurde fiir den Bereich 0 < Re < 2 x 105 mit Hilfe folgender Funktion modelliert (der
eigentliche Verlauf des Graphen der unteren Funktion ist unten in Abbildung 12 zu sehen):

24 6
cw(Re) = — +

———— 40,4 15
Re 1+ +VRe (15)

0.9 T T T T
0.8 - —
0.7 - -
- 0.6 | —
=]
x
$ 0.5 L —
o
e
E—;_ 0.4 3
on
&
§ 03t _
[+
F
™~
0.2 - B
0.1 T
D - —
! ! ! !
0 200000 400000 600000 800000 1x10°

Re

Abbildung 12: Graph der Funktion cy (Re) ~ 2+ + 1+\6/E + 0,4 (eigene Darstellung)

Der Fall des Graphen in Abbildung 11 nach Re = 2 x 10° liegt dem Wechsel von der laminaren zur
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turbulenten Stréomung zugrunde. Also liegt die kritische Reynoldszahl Rey,.i; bei ca. 2 x 10°. Mithilfe
dieser Funktion lésst sich also der cy-Wert fiir bekannte Reynoldszahlen kleiner als Rey,;t
approximieren. Fiir die Berechnung der Reynoldszahlen wurde die Gleichung verwendet. Fir L
wurde der Durchmesser der Bille benutzt und fiir v die Durchschnittsgeschwindigkeit v. Diese ergibt
sich durch den Quotienten der gesamten Fallhohe und der Fallzeit, also v = ‘:Z‘fﬁm: Fiir die
Berechnung wurde die Website der Nasd¥| verwendet, dort wird auch die dynamische Viskositéit v
berechnet, welche mit % berechnet werden kann (siehe Abschnitt 1.2 bei den Reynoldszahlen, S. 7).
Aufgrund der Messfehler in der Zeit (und dadurch auch Fehlerintervalle in der Geschwindigkeit),
Durchmesser der Bélle und der Fallhohe, ergeben sich insgesamt 40 Messwerte, dabei bleibt v stets
konstant. Die jeweils grofiten und kleinsten Reynoldszahlen sind in der Tabelle 2 im Anhang
abgetragen. Fiir diese Messwerte ergibt sich eine durchschnittliche Reynoldszahl von 54953, 775. Mit
der durchschnittlichen Reynoldszahl kann man den durchschnittlichen cy-Wert der fiinf Kugeln
ermitteln, indem diese Reynoldszahl in die Gleichung eingesetzt wird. Der cy-Wert betrédgt in
diesem Fall ca. 0,426. Dieser ist etwas kleiner als der Wert aus der Tabelle 1 im Anhang, also ist dies
eine gute Anndherung mit den Werten aus dem Experiment.

Ein zweiter Versuch, einen mittleren cy-Wert zu ermitteln, wurde mit dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung ﬁ ff f(z) dz durchgefiihrt. Fiir die Funktion f(z) wird und fiir die beiden
Grenzwerte des Integrals werden die kleinste und gréite Reynoldszahlen aus dem Experiment
eingesetzt, also 28482 und 94564 in diesem Fall, siehe Tabelle 2 im Anhang. Das zu berechnende

Integral sieht wie folgt aus (¢ —mittlerer cy-Wert):

1 94564
W T 94564 — 28482 /28482 cw (Fe) dRte

Daraus ergibt sich dann auch ein mittlerer cy-Wert von ca. 0,426. Die Berechnung eines mittleren cyy -
Wertes mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung in Kombination mit diesem Experiment
ist also auch geeignet.

Zusatzlich kann man nun berechnen, mit welcher Reynoldszahl dieser cy-Wert erreicht wird mit Hilfe

der Funktion .

24 6
Cw(Re) ~ E + T\/E +0,

Diese wird nach Re gelost. Dazu wird erst mit Re und 1 + v/ Re multipliziert, damit die Briiche

verschwinden.

4

cw.Re(H\/E) z24(1+\/E)+6Re+0,4Re<1+\/E)

Nun wird die Gleichung so umgestellt, dass auf einer Seite der Gleichung 0 steht und dann wird sie

zusammengefasst.

cwRe+ cwRe-vVRe —24 —24v/Re — 6Re — 0,4Re — 0,4Re - vV Re =
(ew — 0,4)Re? + (e — 6,4)Re — 24Re? — 24 ~

Es wird eine Substitution eingefiihrt mit x = Re?, sodass sich eine kubische Gleichung daraus ergibt:

(ew —0,4)2% + (cw — 6,4)2 — 242 — 24 =~ 0

Mit den eingesetzten cyy-Wert von 0,426 folgt daraus:

0,026 — 5,974z — 242 — 24 ~ 0

Shttps://www.grc.nasa.gov/www/k-12 /airplane /reynolds.html, siehe [20]
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Um diese zu losen wurde Cardanos Losungsformel angewendet (Herleitung siehe im Anhang Beweis
5), dafiir wurde eine Substitution angewandt mit = ¢ + k, sodass der quadratische Term wegféllt.
Dabei ist k = —%, wobei hier a = 0,026 und b = —5, 974 sind, also ist in dem Fall £k = 2358)7. Nach

der Substitution folgt dann die Gleichung;:

#3 — 18521, 04339t — 970170, 4615 ~ 0

Nun werden p = —18521,04339 und ¢ = —970170, 4615 in

t= i’/—g + 14/ (—%)2 + (%)3 + {’/—g — 4/ (—%)2 + (§>3 eingesetzt und es ergibt sich ein ungefihrer

Wert von t =~ 157, 15.

Nun werden ¢ und k in x = ¢ 4 k eingesetzt und x wird mit Re? resubstituiert und quadrieren von x

ergibt folgende Reynoldszahl:

Re ~

s|  —18521,04339 —18521,04339\> [/ —970170, 4615\ "
S R T 2 + 3

2 3
s|  —18521,04339 \/(_—18521,04339) (—970170,4615) n 2987 — 54632, 2215

2 2 3 39

Diese Reynoldszahl liegt in der Groflenordnung der berechneten Reynoldszahlen des Experimentes
(siehe Tabelle 2 im Anhang). Damit ist der durchschnittliche cy-Wert von 0,426 eine gute Annéihe-
rung fir dieses Experiment. Der Wert aus der Tabelle 1 im Anhang betrigt 0,45, welches auch in der
GroBlenordnung des ermittelten durchschnittlichen cyy-Wertes liegt. Dies zeigt, dass dieses Experiment
mit der Berechnung der cy-Werte mit Hilfe des Integrales und durch das Einsetzen der durchschnitt-
lichen Reynoldszahl in die Funktion , eine gute Anndherung fiir die cyy-Werte darstellt.

I1.3 Berechnung der cy-Werte mit dem Newtonverfahren

In diesem Abschnitt wird das Newtonverfahren genutzt. Das Newtonverfahren 16st dabei numerisch
Nullstellen einer Gleichung. Dabei fingt man mit einem geeigneten Startwert an, der sich in der
Néhe der gesuchten Nullstelle befindet, dieser wird xy genannt. Zu diesem Punkt bildet man die
entsprechende Tangente und berechnet dessen Nullstelle, welche dann mit x; bezeichnet wird. Der
Funktionswert von x; bildet noch eine Tangente an der Funktion und die Nullstelle dieser Tangente
bildet dann die Stelle z5. Dies fiihrt man immer wieder aus, dabei fithrt die Nullstellen der
Tangenten die x-Werte immer niher an die gesuchte Nullstelle, sodass sich nach vielen

Wiederholungen ein guter Annédherungswert fiir die Nullstelle ergibt.
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f(x)

Abbildung 13: Veranschaulichung des Newtonverfahrens (eigene Darstellung)

Fiir die allgemeine Formel geht man wie folgt vor (vgl. [24] S.112):

Man bildet die Tangente ¢t an der Stelle (g | f(z0)) in der Punkt-Steigungs-Form mit z; als die
Nullstelle der Tangente. Dabei gilt, dass die Steigung der Tangente und der Funktion f (z) gleich
sind, also gilt t' (x) = f'(z).

t' (w0) = ['(w0) = M

t(zo) = f (x0), was aus der Abbildung 13 oben entnommen werden kann und ¢ (z1) = 0, da x; die

Nullstelle der Tangente ist. Umstellen nach x; ergibt:

(o) = i
fl(@o)(x1 —z0) = —f(20)

1 =20 = f'(zo0)

T = X0 — 1" (z0)

Allgemein ergibt sich dann folgende Iterationsvorschrift (Iteration— mehrere Wiederholungen):

Tnyl = Tp — f/(.’L' )
n

firn >0

Das Newtonverfahren wurde im Matheprogramm ,wxMaxima*“, siehe [27], implementiert. Der Quell-
code vom Fufiball als Beispiel befindet sich im Anhang.

Dies kann man dann mit allen Béllen und allen Variationen von Messfehlern durchfithren. Alle Werte
sind in der Tabelle 3 abgetragen. Die cy-Werte variieren von ca. 0,024 bis 0,463 mit einem Durch-
schnitt von ca. 0,250. Es ist zu erkennen, dass es Werte gibt, die weit entfernt vom Wert in Tabelle
1 sind und welche die relativ nah sind. Hier sind die Werte des Fuflballs am néchsten. Was auflerdem
auch noch auffillig ist, dass es keine reellen Werte fiir manche Messwerte gibt, vor allem beim klei-
nen orangenen und weiflen Ball ist das zu erkennen,denn bei diesen Béllen gibt es gar keine reellen
Werte. Dies liegt an deren gemessenen Fallzeit, die unterhalb der kleinstmoglichen Fallzeit (die beim
Fall im Vakuum vorliegt) liegen. Beim orangenen Ball sind es ca. 1,25 s und beim weiflen Ball ca.

1,23 s, wihrend die Fallzeit im Vakuum ca. 1,3 s betrdgt. Das wird dann wohl an Messfehlern bei der
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Videoanalyse liegen, da dort die Fallzeit aufgrund der schlechten Auflésung nicht gut eingrenzbar ist.

II1. Fazit

Gibt es nun einen Weg, um den cyy-Wert mit einfachen Mitteln zu bestimmen? Fiir diese Méglichkeiten
der Berechnung der ¢y -Werte zumindest ergeben sich relativ gute cy-Wertbereiche, vor allem der Weg
mit den durchschnittlichen Reynoldszahlen, wo die Zahlenwerte relativ nah am Tabellenwert liegen.
Aber es wurde fiir die Bestimmung der Reynoldszahlen die Durchschnittsgeschwindigkeit verwendet,
was fiir dieses Experiment eine gute Anndherung war. Wenn die gesamte Fallzeit etwas grofier wire,
kénnte man diese Anndherung nicht mehr verwenden. Es sei denn, die Fallzeit ist so grof}, sodass
man die Steigung der Geschwindigkeit am Anfang vernachlissigen kann, da die Geschwindigkeit nach
einer gewissen Zeit einen Grenzwert erreicht. Dann kann der Grenzwert als Geschwindigkeit verwendet
werden. Bei der numerischen Methode gibt es auflerdem einen breiten Bereich an cy-Werten, auch
mit Werten, die nicht reell sind. Das liegt an der schwierigen Messung der Fallzeiten, aufgrund der
relativ schlechten Videoqualitat. Aufgrund dessen konnte man die Start- und Endpunkte des Falls
nicht eindeutig bestimmen. Aber ansonsten lieferte die numerische Berechnung gute Werte, was man
vor allem am Fuflball sehen kann. Man miisste also eine Kamera finden, die eine gute Auflésung und
Zeitlupenfunktion mit bekannter Framezahl pro Sekunde besitzt, um die Fallzeit besser zu bestimmen.

Denn dann koénnen diese Methoden fiir grobe Naherungen der cy-Werte verwendet werden.

IV. Anhang

Beweis 3: 7' odA = R3sin (0)do A do

T dy N dz
Satz: Sei 7 = y | und das Flichenelement dA = dz A dx |. Mit Hilfe der Transformation in
z dx A dy

Kugelkoordinaten ergibt sich dann fiir das Skalarprodukt T odA:

T odA = R3in (0) o A dp

x dy N dz
Todd=| y |o| dends | =adendz+ydz Ade+ 2de Ady
dx N\ dy

Transformation in Kugelkoordinaten (R ist konstant):

x = Rsin(0)cos(¢)
Rsin (0) sin (¢)
z = Rcos (0)

Bilden der totalen Differentiale :

dx = R]cos(0)cos(¢)df —sin (9) sin (¢) d¢)
dy = RJcos(0)sin(¢)db + sin (0) cos (¢) d¢)
dz = —Rsin (0) do

Durchfiihrung der Transformation :
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Todd = [Rsin (0) cos (¢)] [R [cos () cos (¢) df — sin (8) sin (¢) dé]] A [—Rsin (0) db]
+ [Rsin (0) sin (¢)] [~ Rsin (8) df] A [—R [cos (0) cos (¢) df — sin (0) sin (¢) d¢]]
+ [Rcos (0)] [R [cos (0) cos (¢) dO — sin (0) sin (¢) do]]
AR [cos (0) sin (¢) dO + sin (0) cos (¢) d)

= R?sin? (0) ¢ (¢) do A [—Rsin (0) df] — R?sin? () sin (¢) df A [—Rsin (0) sin (¢) d¢]
+ R2cos? (0) cos? (¢) d¢ A [Rsin (0) cos (¢) db]
- R2sin (6) cos (8) sin (¢) d¢ A [Rcos (8) sin (¢) db]

= [Rsin® (0) cos? (¢) + R3sin® (9) sin® (¢) + R3sin (0) cos? (0) cos? (¢)
+ R3sin (0) ¢ (6) sin? (¢)] d6 A do

= R3sin (0) df A dén

Beweis 5: Cardanische Lésungsformel

Satz: Sei at® + bt? + ct +d = 0 eine kubische Gleichung mit @ # 0 und reellen Nullstellen. Nun
sei 23 + pr + ¢ = 0 die Gleichung, die aus einer Verschiebung der kubischen Gleichung folgt durch
t=x+ k. Mitp:= M und q := w ergibt sich die cardanische Losungsformel fir

23 + pr +q = 0:
S RO L GRS A B B G
x_\/2+ 4+27+\/2 5T

Und daraus ergibt sich dann die Losung fiir at® + bt? + ct +d = 0:

sl q @  p> sl oq ¢  p?
t=1A—= 41/ =+ — S+ =tk
\/zjL 4+27+\/ 2 gt T

Beweis: Als erstes wird eine Verschiebung durchgefiihrt mit ¢t = z + k:

ale+k)>+b@+k)’ +cl@+k)+d=0

Um die quadratische Terme (im Sinne der Variable x) loszuwerden, muss gelten (nach Ausmultipli-

zieren der Klammern):

26%ka+bx® =0
b

k=——
3a
Einsetzen von k in die Gleichung und Zusammenfassen ergibt:

5 3ak®+2bk+c  akd+bk*+ck+d
+ a x+ a =

0

T

Mit p := % und q := M nimmt die Gleichung folgende Form an:

2} +pr+q=0

Es erfolgt die Substitution x = u + v mit u # v.
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(u+ )’ = —plutv)—q
u 4+ 3uv +3uv? +v3 = —pu—pv—q
w+vd+3uw(u+v) = —pu+tv)—gq

Koeffizientenvergleich ergibt

3uv(u+v) = —plutov) ; W+ = —q
—p? = 27u??
Aus den Gleichungen Losungen von w und v berechnen; ausfiihrliches Beispiel an v, dafir die linke

Gleichung nach «? auflésen:

3 _ P’

T 273

Den Ausdruck fiir 2 in die rechte Gleichung einsetzen und nach v l6sen.

u

3
P 3 _
“975 TV = —q
3
6 3_p° _
v° 4+ qu 5 = 0
3 - _4 @ 4 pd
v = s\ T T3
— 2_a ¢ . p
v = 3TV T T3

Parallel zu v ergibt sich u = \3/ -3+ % + %. Da u # v gilt, nimmt man fiir v und v verschiedene
Vorzeichen fir die Quadratwurzel. Hier wurde fiir u die positive Wurzel und fiir v die negative Wurzel

verwendet. Einsetzen in ¢ zur Resubstitution ergibt die Cardano-Losungsformel.

sl g @ p> sl q ¢  p
x\/2+\/4+27+\/2 Vi Tar

Und einsetzen in ¢ = = + k, ergibt die Losung der kubischen Gleichung at3 + bt? + ct +d = 0.

sl q @  p> sl oq @ p3
t=1]—= 42 Y N 3
\/2+\/4+27+\/2 V7 TarThm

Quellcode wxMaxima (Fufiball):

/* Zuricksetzen aller Variablen Funktionen etc. auf ihre Standardwerte

(Ausgabe des Befehls ist ,done"); alle Klammern in der Form (%oX) sind

die Ausgaben bzw. Outputs des Programmes */

kill(all);

/* Berechnung der Anzahl an Frames */

frames:29.9697*%9+24;

/* Umrechnung der Fallzeit von Frames in Sekunden bei 210 Frames pro Sekunde */
tf:frames/210;

(%00) done

(%o1) 293.7273

(%02) 1.398701428571429
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/* mit rF wird der Messfehler des Radius in cm definiert, mit tfF der Messfehler bei
der Fallzeit in s, also 1 Frame und mit sF der Fehler bei der Fallstrecke in m */

rF:1/(2*%pi); tfF:1/210; sF:0.1;

/* die Querschnittsflache Aquer wird in m~2 berechnet; dabei kann der Radius mit
dem Messfehler rF des Radius variiert werden; hier wurde der Messfehler des Radius
abgezogen, also wurde hier mit dem minimalen Radius gerechnet, womit dann
gleichzeitig die minimale Querschnittsflédche berechnet wird;

numer bezweckt, dass wxMaxima das Ergebnis als Dezimalzahl ausgibt */
Aquer:%pi*((32/%pi)-rF) "2*10~(-4), numer;

(%03) 1/(2-%pi)

(%04) 1/210

(%ho5) 0.1

(%06) 0.03158429845658663

/* Weg—Zeitfunktion des freien Falls mit Luftwiderstand, dabei ist s die Fallstrecke

(mit Messfehler, hier wurde die minimale Strecke gewéhlt), m die Masse des Korpers

in kg, rho die Dichte der Luft in kg/m~3, A die Querschnittsflédche, wofiir hier Aquer

verwendet wurde, g der Ortsfaktor in Boénen in m/(s”2), t die Fallzeit in s

(mit Messfehler, hier wurde die minimale Fallzeit gewdhlt) und cw der

Stroémungswiderstandkoeffizient */

f (cw) :=s-2*m/ (rhoxAxcw) *1log ((exp (sqrt (rho*A*xcwxg/ (2*m) ) *t)

+exp ((—sqrt ((rho*A*cwxg) /(2*m)))*t))/2) ;

g:9.817; m:0.169; rho:1.3; A:Aquer; s:8.4-sF; t:tf-tfF;

(%030) f(cw):=s-(2-m)/(rho-A-cw) - log((exp(sqrt((rho-A-cw-g)/(2:m))-t)
+exp((—sqrt((rho-A-cw-g)/(2:m)))-t))/2)

(%ho31) 9.81

(%032) 0.169

(%033) 1.3

(%034) 0.03158429845658663

(%035) 8.3

(%036) 1.393939523809524

/* Vergleich der gemessenen Fallzeit mit der Fallzeit tO in Sekunden beim freien Fall
ohne Luftwiderstand*/

t; t0:(sqrt(2*s/g)) ,numer;

(%039) 1.393939523809524

(%040) 1.300826993286499
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/* Berechnung des cw—Wertes mit dem Newtonverfahren; in der zweiten Klammer
wird zuerst die Funktion eingegeben, hier f(cw), dann wird die Variable,
nach der die Gleichung geldst werden soll, eingegeben, hier cw, dann der
Startwert, welcher hier 0,1 betrdgt und schlieflilich der Funktionswert, bei
dem das Verfahren gestoppt werden soll, wenn der berechnete cw—Wert in f(cw)

eingesetzt und kleiner als dieser Funktionswert ist, also wenn f(cw)<0,0001 ist */
load(newton1)$
newton(f (cw),cw,0.1,0.0001), numer;

(%o042) 0.418477199419996

Wert ¢ Form B
23 Halbrohr lang, konkave Seite
2.0 lange Rechteckplatte
1,33 Halbkugelschale, konkave Seite, Fallschirm
1,2 Halbrohr lang, konvexe Seite
1.2 langer Zylinder. Draht (Re < 1.9 - 105)
1,11 runde Scheibe, quadratische Platte
078 Mensch, stehendl®!
0.6 Gleitschirm (Bezugsflache Strémungsquerschnittsflache 1)

0.53...0,69 Fahrrad (Mountainbike, gestreckt/aufrecht)lS]

0,45 Kugel (Re < 1.7 - 10%)

0.4 Fahrrad (Rennrad)lS]

0,35 langer Zylinder, Draht (Re > 6,7 - 10%)
0,34 Halbkugelschale, Konvexe Seite

0,09...0,18 Kugel (Re > 4.1 - 10%)

0,08 Flugzeug (Bezugsflache Tragflidche)
0,04 Stromlinienkérper , Tropfenform®
0,03 Pinguin

0,02 optimierte Spindelform

Tabelle 1: cy-Werte von verschiedenen Objekten
(Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Str%C3%B6mungswiderstandskoeffizient)
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’ Objekt \ Masse in kg \ Radius in cm \ Fallhdhe in m \ Fallzeit in s ‘

Fufiball 0,169 10.19 +0.16 8,4+0,1 1,40
Faustball 0,342 10.42 +0.05 8,4+0,1 1,33
orangener Ball 0,072 3.34 +£0.05 8,4+0,1 1,25
weifler Ball 0,154 3.55 +0.02 8,4+0,1 1,23
Tennisball 0,056 3,27+ 0,05 8,4+0,1 1,31
dynamische Viskositét in mTz kleinste Fallgeschwindigkeit in ' | grofite Fallgeschwindigkeit in
1,4156 x 10~° 5,954 6,056
1,4156 x 10~° 6,209 6,358
1,4156 x 10~° 6,684 6,793
1,4156 x 10> 6,789 6,898
1,4156 x 10~° 6,344 6,450
| kleinste Reynoldszahl | gréBte Reynoldszahl |
83984 89184
91244 94564
30929 32886
33599 34873
28482 30296

Tabelle 2: berechnete Reynoldszahlen; Ab der Fallzeit bis einschliellich der Fallgeschwindigkeiten sind
alle Werte gerundet.

’ Objekt \ Masse in kg \ Radius in cm \ Fallzeit in s \ kleinster cyy-Wert \ grofiter ey -Wert ‘
Fufiball 0,169 10.19 £0.16 1,40 0,395 0,463
Faustball 0,342 10.42 £ 0.05 1,33 0,085 0,340
orangener Ball 0,072 3.34 +£0.05 1,25 Fehler Fehler
weiler Ball 0,154 3.55 £ 0.02 1,23 Fehler Fehler
Tennisball 0,056 3,27+0,05 1,31 0,024 0,255

Tabelle 3: ¢y -Werte mit wxmaxima berechnet; Die jeweils letzten drei Werte sind gerundet und Fehler
bedeutet, dass wxmaxima die cy-Werte nicht numerisch berechnen konnte.

’ Objekt \ Videolink ‘
Fufball https://youtu.be/kql__a34Rkco
Faustball https://youtu.be/fIfTKDL_45bY

orangener Ball | |https://youtu.be/3QkBVc7-V14
weiller Ball https://youtu.be/kPCQpGZBCk0
Tennisball https://youtu.be/jPuSFh7gZWA

Tabelle 4: Links zu den Videos
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